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Klassisch atomistische Energieberechnung null- und
eindimensionaler Gitterstorungen

Von F. WanL
Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 616—625 [1960] : eingegangen am 23. Mirz 1960)

Zur Berechnung der Verzerrungsenergie von Storstellen, die man mit Hilfe der klassischen nicht-
linearen Gitterstatik behandelt, wird eine Methode angegeben. Sie besteht in der Ersetzung des
quadratischen Verzerrungsanteils im Energieausdruck durch die hoheren Kraftglieder, was sich
zufolge des Kriftegleichgewichts zwischen linearer und nichtlinearer Gitterreaktionen durchfiihren
laBt. Da die nichtlinearen Gitterreaktionsanteile raumlich auf wenige, ausgezeichnete Bereiche be-
schrankt sind, wird das Problem der Summation der Teilchenpotentiale iiber das gesamte Verschie-
bungsfeld reduziert auf eine Summation, welche nur die Freiheitsgrade jener Stellen enthilt, an denen
die Nichtlinearititen fiir den Gleichgewichtszustand wesentlich werden. Bei nulldimensionalen Stor-
stellen sind diese auf die Umgebung der Storstellen allein konzentriert. Die Betrachtungen verlaufen
hier sehr einfach. Bei eindimensionalen Storstellen spielen die Vorverschiebungen eine wesentliche
Rolle, so daB die Nichtlinearititen zunéachst nicht ohne weiteres am Versetzungskern allein angenom-
men werden diirfen. In diesem Fall lassen sich die Betrachtungen nur am speziellen Modell anstellen
Als Modelle werden Schrauben- und Stufenversetzungen untersucht.

In den vorhergehenden Arbeiten?, die sich mit
der klassischen nichtlinearen Gitterstatik beschafti-
gen, und die deren Anwendbarkeit auf null- und
eindimensionale Storkonfiguration vom theoretischen
Standpunkt aus untersuchen, fehlt noch eine zusam-
menhidngende Methode der Energiebestimmung.
Selbstverstandlich ist es vom prinzipiellen Stand-
punkt aus sehr einfach, die Energie eines verzerrten
Kristalls anzugeben. Da die Auslenkungen der Gitter-
bausteine in einer gestorten Kristallstruktur aus den
gitterstatischen Rechnungen bekannt sind, miissen
nur die Wechselwirkungspotentiale fir die Relativ-
abstinde angeschrieben werden. Im allgemeinen
wird sich aber ein elastisches, oder auch plastisches
Verschiebungsfeld sehr weit ausdehnen. Die Aufsum-
mation aller Wechselwirkungspotentiale ist dann
nicht mehr ohne weiteres durchfithrbar. Man wird
daher versuchen, die Summe durch Einfihrung
der aus den gitterstatischen Rechnungen bekannten
Krifte, oder der durch Vorverschiebungen erzeugten
»Zwangskrifte“, auf handliche Ausdriicke zu redu-
zieren. Dies gelingt auf Grund des Kraftegleichge-
wichts zwischen der linearen Gitterreaktion einer-
seits, den duBeren Kriften und der nichtlinearen Git-
terreaktion andererseits. Solange die nichtlinearen
Anteile auf kleine Kristallbereiche lokalisiert sind,
lassen sich die Uberlegungen schnell erledigen; der
Problemkreis der nulldimensionalen Storungen ist

1 E. Fues u. H. Stumer, Z. Naturforschg. 10 a, 1055 [1955]. —
E. Fues, H. Stumer u. F. Want, Z. Naturforschg. 13 a, 962
[1958]. — H. Gross u. F. Want, Z. Naturforschg. 14 a, 285
[1959]. — F. Want, Z. Naturforschg. 14 a, 901 [1959].

damit vollstandig erfaBt. Anders ist dies bel ein-
dimensionalen Storkonfigurationen. Insbesondere
die Bestimmung der Verzerrungsenergie von Ver-
setzungen bedarf einer tieferen Untersuchung, da bei
ihnen elastische und plastische Deformationen glei-
chermaflen beteiligt sind. Der weitaus grofere Teil
der vorliegenden Arbeit wird sich mit solchen weit-
ausgedehnten Stérungen beschiftigen. Dies ist oft
vom allgemeinsten Standpunkt aus nicht mehr mog-
lich, so daf} wir nicht umhin konnen, spezielle Mo-
delle heranzuziehen. Der Energieberechnung von
Schrauben- und Stufenversetzung soll daher in be-
sonderem Mafle unsere Aufmerksamkeit gelten.

§ 1. Verzerrungsenergie bei nulldimensionalen
Storkonfigurationen

Solange die Berechnung von Storungen des idea-
len Kristallaufbaus nur in kleinen, scharf lokalisier-
baren Bereichen des Kristalls eine Beriicksichtigung
nichtlinearer Kraftglieder fordert. verlaufen die Be-
trachtungen zur Bestimmung der Verzerrungsenergie
verhdltnisméfig einfach. Wir konnen sie in diesem
Paragraphen erledigen.

Dazu gehen wir aus von der potentiellen Energie
eines Kristalls. Sie ist eine Funktion der Relativ-
abstinde | N,,— N; | aller Gitterbausteine 2

b= %ZZ Py, (‘mm - ml[) . (1)

t+=m

Diese Arbeiten sollen der Reihe nach mit (I) bis (IV) be-
zeichnet werden.

2 Von Nichtzentralkriften wird abgesehen. Wir schreiben
der Einfachheit halber Vektorindizes (siehe auch III).
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+ Entwickeln wir die Wechselwirkungspotentiale P;,
in (1) nach den Auslenkungen aus den idealen Git-

terlagen ,?m= R— R, so erhalten wir als Ausdruck
fur die Verzerrungsenergie
U=3 22 P+ 3E—Enl Ain-En—E1  (2)
1+=m
S P::u (Em - E)} 2

P (&, — &) ist dabei die Gesamtheit der hoheren
Glieder, die wir nicht weiter angeben. Die linearen
Glieder in (2) verschwinden aus Stabilitdtsgriinden.

Bei Einwirkung #ufBlerer Krafte 3 f(&)  wird
dann die Lage der Gitterbausteine gegeben durch
Gleichgewichtsbedingungen, die wir aus (2) durch
Differentiation erhalten

i) =ViU (3)
=Z{Aim'[gm El] __VI tm(fm 51)

e Ny — S+ s B — BN

Zur Berechnung der neuen Ruhelagen gehen wir
dann stets von der Form

DA En-E={t- @ -ZthE -8 @
m m

aus. Fihren wir die Umkehrung durch, so finden
wir fir die Auslenkungen eine Gleichung

gm = Z Bmi' fi (g‘.) - Z f?m (?m _gl) ) (5)

die im allgemeinen nur durch Iteration gelost wer-
den kann, da nicht nur die f{‘m , sondern haufig auch
die dufleren Krafte f; (&) selbst noch von den Aus-
lenkungen abhéngen.

Will man nun die Energie berechnen, die als Ver-
zerrungsenergie durch die Verschiebung von Kristall-
bausteinen gegeniiber dem Idealzustand zusatzlich
aufgenommen wird, so ist es sehr zweckmifig, den
Energieausdruck (1) mit Hilfe der Kraftgleichungen
(4) umzuformen. Dazu miissen wir bedenken, daf3
nur im Gleichgewichtsfall die Gln. (4) durch ein-
deutig bestimmte Verschiebungen erfiillt sind, und
daB eben diese Verschiebungen in den Energieaus-

3 Als duBere Krifte wollen wir alle diejenigen Krifte ver-
stehen, die durch Wechselwirkung mit Systemen entstehen,
die urspriinglich nicht im betrachteten Kristall enthalten
sind.

4 Das nichstliegende wire, die Krifte gleich mit den Diffe-
renzen &i—&mzu multiplizieren. Auf der linken Seite von
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druck (1) eingesetzt werden miissen. Da in diesem
Fall (1) und (4) simultan gelten, konnen wir das
quadratische Glied auf der rechten Seite von (1) er-
setzen durch einen Ausdruck, den wir erhalten, wenn
wir die rechte Seite von (4) mit %?1 multiplizieren
und iiber i summieren *

D L& [ (&) — Zfﬂu En—& } (6)
=3 D& A [ — &)
= %Z,{E'Aim' [Em _gx] + é_::n' Ami' [E: - Em]} .

Der letzte Ausdruck in (6) ist die Zusammenfassung
der beiden Glieder, die durch Vertauschung von i
und m auseinander hervorgehen. Schreiben wir sie
beide explizit an, dann muf} ein Faktor % noch vor
die Klammer gesetzt werden. Wir haben jetzt nur
zu beachten, daBl A,;=A;, ist, dann kommen wir
zu dem erwiinschten quadratischen Glied in (1)

%_ZI [gl - 5_;“] - Aim - [5_;11 - Z":]
lZEI [E Ef Zflm

Setzen wir ein, so erhalten wir schlieBlich fiir die
Verzerrungsenergie

—%ZIP?m:%Z [
i

Lm (8)

_Zflm Em g}+lZP‘m m g)

Lm

(7)
—&)].

AU =U

Dies ist die Ausgangsform fiir alle Energieberech-
nungen in einem durch nulldimensionale Storungen
verzerrten Gitter. Die rechnerische Bedeutung dieser
Umformung auf (8) erkennt man dann, wenn man
bedenkt, daB die in (4) auftretenden Krafte und
nichtlinearen Ausdriicke bei nulldimensionalen Sté-
rungen stets auf kleine Bereiche im Kristall lokali-
siert sind, und andererseits die quadratischen Glieder
3 [E — B % s [_ém —Z;i] die Energie des elasti-
schen Fernfelds der Storung ausmachen. Genau die-
ser sich weit in den Kristall erstreckende Anteil der
Deformationsenergie wird aber hier zufolge seines
Gleichgewichts (7) mit den duferen und nichtlinea-

(6) ist dies bei den duBeren Kriften £ sicher auch statt-
haft. Auf der rechten Seite von (6) treten aber dann zwei
unabhéngige Summationen iiber m auf, die nicht in eine
zusammengefallt werden konnen und daher das Problem
nur komplizierter machen wiirden.
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ren Kriiften aus (1) eliminiert. Es genligt somit zur
Berechnung der Verzerrungsenergie die Kenntnis der
wenigen dufleren Krafte und der Auslenkungen ihrer
Angriffspunkte.

§ 2. Verzerrungsenergie bei Vorverschiebungen

Wir kommen nun zu Storungen. die sich ein-
dimensional ausdehnen. Hier ist es meist zweck-
méflig, nicht von der Ausgangskonfiguration eines
idealen Kristalls, sondern von vorverschobenen La-
gen auszugehen. (II) befalBt sich ausfithrlich mit
diesem Problem. Die vorverschobenen Lagen werden
als bekannte Grofien in die gitterstatischen Rechnun-
gen eingefiihrt. Wir entnehmen sie zum Beispiel vor-
hergehenden elastizititstheoretischen Rechnungen.
doch gibt es auch andere Moglichkeiten. die nur je-
weils so geartet sein miissen, daf} zwischen vorver-
schobenem Kiristall und Gleichgewichtskonfiguration
kein Potentialpall mehr uberschritten werden muf.
Ehe wir uns einem speziellen Modell zuwenden, wol-
len wir die Energiebestimmung bei vorverschobenen
Lagen. soweit es moglich ist, vom allgemeinen Stand-
punkt aus betrachten. Da nun zur Berechnung der
Gleichgewichtslagen zuerst eine Transformation

gm =Dy + Em (9)

der Freiheitsgrade durchgefiihrt werden muf. for-
mulieren sich die Gleichgewichtsbedingungen jetzt
ausschlieBlich in den neuen Freiheitsgraden £, . also

tritt an die Stelle von (4), nach (II) § 8, das System
Zﬂmm ).

9(Zy) st diesmal nicht identisch mit den duBeren
Kriften, sondern enthélt auller diesen noch Zwangs-
krafte, die von der Deformation durch die Vorver-
schiebungen herriihren. Thre spezie]le Gestalt werden

Aim' [—/;:m _El (10)

sind wieder die
hoheren Glieder in Abhiingigkeit von (p — i) -

Um (10) in analoger Weise zum nulldimensio-
nalen Problem fiir die Reduktion des Energieaus-
drucks beniitzen zu konnen, mufl der Energieaus-

wir noch herleiten. fo (Z, — )

%[U — V] Ain [Om — 0]+ [0 — 0] Aip - [Sm El]

+ 36—
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druck selbst auf die neuen Freiheitsgrade umge- *
schrieben werden

U=3 Pn(on—ti+in—0). (11)
1,m
Die Einfihrung der Vorverschiebungen b, erfordert

jetzt die Unterscheidung von zwei Fillen:

I. In derjenigen Umgebung eines Punktes i, in
der wir die Wechselwirkung mit den Gitterbaustei-
nen M nicht vernachldssigen diirfen. erreichen die
Betrdage der Verschiebungsdifferenzen b ,— b in kei-
nem Fall den Betrag eines Translationsvektors de; .

Wir wollen fordern. daf}
(12)

Oder etwas allgemeiner:
by —Vi=ae;dy+beyds +cegdy
mit |a|, |b],|c|<]

ist. Dann ist bei einer Entwicklung von (11) um die
urspriinglichen Ideallagen die Konvergenz noch ge-
sichert.

II. In der Wechselwirkungsumgebung von i gibt
es neben Gitterpunkien m’. welche die Bedingung
(12) erfiillen. auch Punkte m”. fiir die die Vorver-
schiebungsdifferenzen den Wert eines Translations-
vektors uberschreiten. eventuell sogar mehrfach.
Oder wieder allgemeiner formuliert: Es soll

D — Vi =ae;dy+beydy+cesds
mit [a|, |b], |c|=1

(13)

sein. In diesem Fall kann zum Beispiel durch die
Vorverschiebungen die plastische Deformation eines
Teilbereichs des Kristalls beschrieben werden.

Da wir bei der Berechnung einer gestorten Kri-
stallstruktur mit Kraftgleichungen der Gestalt (10)
arbeiten, die aus der Entwicklung der Potentiale
hervor-
gehen. miissen wir zuerst die Auswirkung einer sol-
chen plastischen Deformation auf die Energie in der
impliziten Form (11) untersuchen.

nach den Auslenkungsdifferenzen (¢, — &)

Wir beschrianken uns in diesem Paragraphen je-
doch vorerst auf den Fall, da} fiir alle Punkte 1 des
Kristalls die Forderung (12) erfiillt sei. Dann kon-
nen wir unbedenklich entwickeln und die einzelnen
Potentiale fiir die Punkte i summieren. Wir erhalten

(14)

Em]'Aim [Em —i]+ Pihm (LU "Di'i'Zm _'Zx)} .

Das dritte Glied in (14) entspricht jetzt dem quadratischen Glied in (2) und kann in analoger Weise zu § 1
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durch die Krafte (10) ersetzt werden. Die reduzierte Form von (14) lautet dann

Dm]'Aim'[Dm _Ui]+[ni_

AU:%Z,{%[IH—

Um]'Aim'[Em _;C;]"TI'Pihm(n

m —bi+—5m’a)} (15)

“‘%ZE\'{I Zf:‘;(sm—gjl

Wir wollen die Krifte f{ und /> noch etwas niher betrachten. Dazu differenzieren wir (14) und finden
daraus die Gleichgewichtsbedingungen bei vorverschobenen Lagen zu

Aip (b =61 = 1iG) = X in - [om — 0] = 2B 0 =0+ En = 5) - (16)
m
Durch Vergleich mit (10) finden wir dann
f?(sl’)—f () ZAlm [0n —0i], fihn(Z:f) = O —0i+Clm—0Gi). (17 a, b)

Aus (17 a) ersehen wir jetzt die Gestalt der Zwangskrifte, die zu den duleren Kriften bei vorverschobenen
Lagen noch hinzutreten. (17 a) und (17b) in (15) eingefiihrt ergibt schlieBlich:

Dm]' Aim - [Dm

AU =3 27 {4 o —

! LT
+Pilm(vm_ni75m

§ 3. Verzerrungsenergie bei plastischen
Verformungen

Wir kommen nun zum zweiten Fall. Wie schon er-
wahnt, zeichnet er sich dadurch aus, da in der
Wechselwirkungsumgebung des Punktes i nicht nur
Punkte m’ enthalten sind, fiir deren Vorverschiebungs-
differenzen (12) gilt, sondern auch solche Punkte
m”, deren Vorverschiebungsdifferenzen b ,— b; (13)
gehorchen. Es ist also eine Aufspaltung der Poten-
tiale P;,, entsprechend der zu unterscheidenden Teil-
bereiche unumgénglich.

Greifen wir einen beliebigen Punkt i heraus,
so ist seine Energie im Potential der umgebenden
Ionen ®

Ui:ZPim(Um _Di‘f'Zm —a)
m
=ZPim(Um
e

+ZPim(Dm—Di+Zm_Ci)-

(19)

_Ui+5m_a)

Die Aufspaltung in zwei Teilbereiche ist jetzt durch
die Unterscheidung der beiden Summationen iiber m’
bzw. m” vollzogen. Die erstere erfasse alle diejeni-
gen Wechselwirkungen, die Fall I gehorchen. Wir
konnen diese Potentiale ohne weiteres nach dem Vor-
bild von § 2 entwickeln. Ein Entwicklung der ande-
ren Potentiale kommt dagegen erst in Frage, wenn

5 Die Gesamtenergie des Kristalls baut sich dann zusammen
aus U=% 3 Ui.
1

- Di] A %[Di - Dm] 'Aim' [Em —'El]

—’:i)}%-%
1

(18)

Di‘I'Em —Z:)

Zflm(nm

m

zi[c

wir sie einem Translationstheorem unterworfen ha-
ben. Dieses Theorem wurde in (II), § 2, ausfiihrlich
erortert. Wir wollen es hier noch etwas allgemeiner
fassen und dazu annehmen, die Verschiebungs-
differenzen seien mit bestimmten Gittervektoren ®
em=0%ne; + Pmes+ymes verkniipft durch die Bezie-
hung

Dm*ni+mm—mi:emd’ (20)

wobei W —10; einen Ergdnzungsvektor bedeutet, der
den Forderungen von Fall I gehorcht. Durch die
Auswahl eines bestimmten Satzes ganzer Zahlen
®ms Pms Pm 1aBt sich dies immer erreichen. Ersetzen
wir im letzten Glied von (19) die Vorverschiebungs-
differenzen mit Hilfe von (20) durch die entspre-
chenden Gitter- und Ergéinzungsvektoren, so konnen
wir jetzt die angekiindigte Translation durchfithren.
Es ist namlich

—

Y Pin(0m — 0 +Cr — &)
o
= 2 Pim(dem — (o —mi)‘!‘;;m "Z;)
o
= z Pi,m+em
T

Nach den Erlauterungen von (II), § 2, steht jetzt
der Entwicklung der Potentiale (21) um die neuen
Entwicklungsorte | ?R?H.Hm ==

Wege. Wir finden fur AU,

(21)

—py +ml+é—m_sl)

R{ | nichts mehr im

% am, fm, ym sind ganze Zahlen. Der Einfachheit halber
schreiben wir ¢m an Stelle von ¢ (%m.fm,¥m) und nehmen
nur ein kubisches Gitter mit der Gitterkonstanten d an.
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AU =U; -2 P}, -2 P
— —

:Z {'“im'[ui — by ‘{h:i‘—zm]’*“}j[ni_vm +:i_z;m]'Aim'[Dm ﬁvi_wl_&-m

m

+ 2 {Rimsep (Wit wn + G —Enl+ S [—wibwn + G-
m

1 3
+ Py e (=W + i+ C — 80} -

Von Interesse ist, da} bei dieser allgemeinsten mathe-
matischen Formulierung auch bei einer nachfolgenden
Summation iber i die linearen Glieder keineswegs ver-
schwinden miissen. Wir kénnen nimlich nicht erwarten,
dal} nach Ausfithrung der Translation (21) die Entwick-
lungsorte wieder vollstindig und liickenlos auf ein ideal
angeordnetes System abgebildet worden sind. Wir er-
kennen hier schon, dafl ohne einschneidende Beschrin-
kungen keine einfacheren Aussagen mehr erwartet wer-
den kénnen.

Noch von einem anderen Gesichtspunkt aus ist eine
ganz allgemeine Formulierung der Energie auferordent-
lich kompliziert. Bedenken wir etwa, daf} fiir einen zwei-
ten Punkt i" die Einteilung in m” und m” keineswegs
mehr zusammenfallen mufl mit der Einteilung, wie sie
fiir den Punkt i gegeben war, so sehen wir, daf} es fiir
die praktische Anwendung wenig Sinn hat, alle die von-
einander abweichenden Einteilungen bei einer Summa-
tion iiber i zu unterscheiden.

I

» I

Abb. 1.

Wir beschrinken uns daher bei allen weiteren Er-
orterungen dieses Paragraphen auf das physikalisch
sinnvolle Beispiel einer plastischen Verformung entlang
einer Gleitebene. Eine solche plastische Verformung kon-
nen wir zum Beispiel erreichen, indem wir allen Gitter-
bausteinen einer der beiden Kristallhalften von Abb. 1
eine gemeinsame gleichgrole Vorverschiebung erteilen,
die groBer oder mindestens gleich einem Atomabstand
ist. Wir losen uns jetzt von der obigen Einteilung der
Punkte in m” und m”, und benennen hier die Gitter-

ZPi', mte(—Wn + 0y +Em —Cy) = Z Py (—0p_ e + 0y +Em—c —Cy) (24)
oy

m'’'—e

F. WAHL

P h Py
== 5i] +Pim (U m — Vi Cm — gl)

I - = -
Cnl - Ain + €y [=Wn + Wi+ Oy — Gil

bausteinen der Kristallhilfte I in Abb. 1 mit m’, die der
Kristallhdlfte IT mit m”. Dann brauchen wir keine Fall-
unterscheidung mehr fiir die herausgegriffenen Punkte i
machen.

Natiirlich ist eine Abgleitung, die entlang der gesam-
ten Gleitebene stattgefunden hat, verhidltnismiflig un-
interessant. Doch wollen wir im Augenblick von Ver-
setzungen noch absehen und nur annehmen, daf} neben
plastischen auch elastische Deformationen vorliegen. Es
ist fiir dieses Problem sinnvoll, drei Einschrinkungen
zu fordern:

1) In (20) sei em’ =0 und ¢ n.” unabhingig von m”,
also em” =e.

2) e liege in der Gleitebene. Damit ist bei beliebig
ausgedehntem Kristall nach Ausiibung der Vorverschie-
bung wieder eine Abbildung der Entwicklungsorte auf
ein Idealgitter gewihrleistet.

3) Aus den Gittergleichungen fiir das Problem soll
hervorgehen, dal bei der Wahl von bm—e=0m bzw.
Wm—e=Wm auch {m—e=_{m werden mul}. Dies 1af3t
sich eventuell aus Symmetriebetrachtungen ableiten und
bedingt eine Translationssymmetrie des Problems ent-
lang e.

Die Forderung 3) ist recht einschneidend, vereinfacht
aber die folgenden Betrachtungen auBerordentlich 7.

Wihlen wir jetzt zum Beispiel einen Punkt i im
Kristallbereich I, so lautet fiir diesen die potentielle
Energie (19) bei Beriicksichtigung der Forderungen 1)
und 2)

Ui' = Z Pi'm (Dm — PF Cm - :i')
m’
+ 2 Prome(—10 + ¢ + & —Cv).
m’’

(23)

Mit Hilfe der Einschrinkung 3) laBt sich die zweite
Summe in (23) noch erheblich vereinfachen:

- )

—

= Z Py (=0 + 10y +Z:m —Lv) -
o

Eine entsprechende Gleichung gilt fiir einen Punkt i im Kiristallbereich II.
Wir sind damit in der Lage, die Gesamtenergie des Kristalls anzugeben. Sie setzt sich aus vier Anteilen zu-

sammen:
U=} U=}
1

Zzpim(nm_bi'f'zm —é::) +%22Pim(_mm + 104 +_5;m ’_Zl)
i’ m’ i" m”

(25)

+%Z"Z’Pim(_mm+mi+5m _5{)+%Zzpim(vm_ni+zm _Z:l)
i m i m”

7 Forderung 3) ist zum Beispiel bei der Schraubenversetzung erfiillt.
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Es ist nun nicht weiter schwierig, die Entwicklung von (25) auszufiihren. Mit den Kriften, die wir aus einer sol-
chén Entwicklung durch Differentiation erhalten, ist die Reduktion der Energiegleichung genau so moglich wie in § 2.
Fiir einen Punkt i’ finden wir die Kraftgleichung zu

= = i gt £ B
Z Aig [Cn—Cl=— Z {Ai'm [om — 0]+ b (O —0p +Cp — si’)} (26)
m m’
b S -
- Z {’_ Ay -+ [ — 0] + fom (=W + Wi + G — ei')} .
m”

Eine entsprechende Gleichung gilt wieder fiir i”. Der linken Seite von (26) bzw. ihrer entsprechenden Gleichung
fiir " sieht man die Vergangenheit der Vorverschiebung nicht an. Wir kénnen also wie iiblich mit 3Cv bzw. 3 Cx"

multiplizieren und die iiber alle i summierten Glieder 22 Civ Aim [gm 51] so umordnen, dafl das quadratische
1 m

Gliej}z [Ci— : ml* Ai * [Cm — C,] wieder durch die Kraftgleichungen ersetzt werden kann.
L,m

§ 4. Verzerrungsenergie bei fehlenden d@uBeren dje hiheren Glieder {‘li‘m -Ciauf die Differenzen (Ei—fm)
Kraften umzuschreiben

%Zf?m-a:%}j{f,m-ﬂ-}-fm Cm}, (27)
L,m

Bislang schrieben wir zwar die Energie eines heraus-
egriffenen und festgehaltenen Punktes in Form der un- :

gntgwickelten Potenti{:ile an, doch waren wir fiir die Re- Da aber allgemein gezeigt werden kann, dafl
duktion mit Hilfe der Kraftgleichung auf eine Summa- f}:’ni = — fli‘m (28)
tion von i iiber den Gesamtkristall angewiesen. Es ist
aber fiir die nachfolgenden Betrachtungen am speziellen ist. erhalten wir schlieBlich
Modell notwendig, auch die reduzierte Form der Energie- 1 Z I 5 Z ¢ [C
gleichung fiir einen einzelnen herausgegriffenen Punkt : 2 tm 51 T et
anzugeben. Wenn wir, was im folgenden moglich ist,
keine duBleren Krifte zu beriicksichtigen haben, gelingt Eine Zusammenfassung aller Beitrige fiir den Punkt i
dies durch Umordnung der hcheren Kraftglieder an 1dBt sich jetzt in den Doppelsummen der Gesamtenergie
Stelle der Umordnung der quadratischen Glieder in (6) ohne weiteres durchfiihren. Damit kénnen wir die Ener-
bzw. in den entsprechenden Gleichungen mit Vorverschie-  gie fiir den Punkt i auch in reduzierter Form angeben.
bungen. Es ist nimlich in (6), (18) und (26) moglich, Sie lautet im Fall I

Enls (29)

i, m

AU =U;— D Pl =D {3 [0 —0p] i [0 — 0] + 3 [0 — 0 ]* Ay * [ — i) (30)
m m

_2ﬂlm( m_Ui“’En—a)'[a‘—gm]_*’P?m(an_Di+s?m_Z;)}
und im Fall IT
AUi:Ui—ZP?m=Z{%[Di Ol dim [0 — ]+ §[0i — V5] Aig* [Cn — i) (31)
m m’

1 pid e =4 P i h o =
lfl (Dmdntvém—si)'[éi—:m]“P' (Dm_t’i‘r‘sm'—si)}

=5 Z {% [11)-, - mm]'Aim '[mm - [IDI - mm] Alm : [sm “__;:1]

m’

1 - = = i =
—;fl( 0y +IDI-5!‘.1_51)'[Ci—sm]—%P?m(—ij%-)Di'-—;m—éi)}'

In (31) ist die Einteilung in m” und m” wie in § 2 unter ~ § 5. Verzerrungsenergie der Schraubenversetzung
Fall II angegeben.

Es ist leicht einzusehen, da3 ohne duflere Krifte ein Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen die
Verzerrungszustand des Gitters nur durch gittereigene Theorie der Energieberechnung in der klassischen, nicht-
»Zwangskrifte“ im Gleichgewicht gehalten werden kann. linearen Gitterstatik vom allgemeinen Standpunkt aus
Solche Zwangskrifte treten aber nur bei plastischen abgeleitet. Weitergehende Aussagen konnen nur noch
Verformungen auf. Bei Versetzungen liegen plastische an speziellen Modellen gemacht werden. Nulldimensio-
Verformungen vor. Die Formeln (30) und (31) kénnen nale Storkonfigurationen brauchen, wie erwihnt, keine
wir daher zur Behandlung von speziellen Versetzungs- weiteren Betrachtungen. Dagegen wollen wir in diesem
modellen beniitzen. Paragraphen als Représentanten einer eindimensiona-



622

len Storung, zu deren Berechnung Vorverschiebungen
benutzt werden miissen, die Schraubenversetzung unter-
suchen. Wir kénnen uns weitgehend auf die Ergebnisse
von § 2 bis § 4 stiitzen, die in ihrer Entwicklung schon
so angelegt wurden, daf} zur Behandlung der Schrauben-
versetzung keine langwierigen Vorbereitungen mehr not-
wendig sind.

Da bei der Schraubenversetzung eine plastische Defor-
mation vorliegt, die den drei Forderungen von § 3 ge-
horcht, konnen wir fiir das in (II), § 8, untersuchte Mo-
dell direkt die Ergebnisse des § 3 verwenden. Bei diesem
Modell der Schraubenversetzung liegt die Gleitebene
zwischen den Punkten m= (m = 0, n, p = 0) und den
Punkten m= (m = 0,n, p<<0). Doch machen wir von
ihrer genauen Lage hier keinen Gebrauch. Es geniigt
die iibliche Einteilung in m” und m” fiir die Zuordnung,
so wie sie in § 2 bei den Fallunterscheidungen getroffen
wurde. Die Vorverschiebungen werden dem kontinuums-
theoretisch berechneten Modell entnommen. Ihre Diffe-
renzen erreichen fiir Punkte, die durch die Gleitebene
getrennt werden, in groBerem Abstand vom Kern gerade
D —V =dey. Teilen wir, dem Beispiel in (II), §8,
folgend, unseren Kristall in vier Bereiche, so kénnen wir
fiir die Untersuchungen jetzt unmittelbar (30) und (31)
benutzen. Mit diesen beiden Gleichungen lassen sich sehr
rasch die erforderlichen Aussagen iiber die Verzerrungs-
energie der Schraubenversetzung machen. Als ersten
haben wir den

AuBenbereich ohne Schnitt.

Hier gilt fiir einen Punkt i die Formel (30). Bedenken
wir, dal nach (II) (35) die Zusatzverschiebungen
{m—Ci verschwinden, auBlerdem in diesem Bereich auch

die f{]m und P?m vernachlédssigbar sind, so verbleibt nur
das Glied

AUiZQZ[Ui—Dm]'Aim'[Um_Di]- (32)

Wir machen dabei von der Annahme vm —0i=0 in die-
sem Bereich keinen Gebrauch. Denn die Aufsummation
aller Glieder (32) iiber i gibt trotz verschwindend klei-
ner Vorverschiebungsdifferenzen v m—bi im Auflenbe-
reich sehr wohl einen endlichen Energiebetrag. Genau
auf die gleiche Weise erfassen wir den

AuBenbereich mit Schnitt.
Hier ist Formel (31) zustindig. Aus (II) (43) ergibt

1) A[vi == Z {%[vi_vm]'Aim '[Um S Di] +2.12[1’i—bm]'Aim '[Em _Ex]]’

F. WAHL

—i:O. So verbleibt diesmal nur
AU =D $[0i— 0] Ai [0 — 1]

m’
-+ Z ,IE [mi - mm] & Aim : [mm = wi] ,
—

sich wieder {m

(33)

wo zwar die Um —0i und Wm—1wi fiir die Wechselwir-
kungsumgebung des herausgegriffenen Punktes wieder
vernachldssigbar klein sind, bei einer Gesamtsummation
aber beriicksichtigt werden miissen. Wir erkennen, daf3
der AuBlenbereich mit Schnitt die Energieberechnung
nicht andersartig beeinfluf3t.

Wir kommen nun zu den Innenbereichen. Hier lassen
sich noch weitere Unterscheidungen treffen. Fiir den
Innenbereich ohne Schnitt
ist wieder Gl. (30) zustdndig. Doch gibt es hier sicher-
lich Teilbereiche, fiir die zwar Cm —Ci von Null ver-
schieden, dagegen die hoheren Glieder f?m und P{lm
noch immer vernachladssigbar sind. Dann ist neben dem
quadratischen Glied der Form (32) auch noch das bi-
lineare Glied zu beriicksichtigen. Wir finden
ALV( = Z {% [Di - DmJ ) Aim : [Dm - Di]

m

(34)

+%[Ui—nm]'Aim’[Em—Ei]}-

Sind die hoheren Glieder nicht vernachlassigbar, so sind
wir gezwungen, auf die urspriinglichen Potentiale zu-
riickzugreifen, d. h. auf

AUi == Z {Pim (Dm — b "‘fm - :I) - P?m} s (35)
m

was sich auch ganz einfach dadurch ergibt, da} man in

(30) die hoheren Glieder der Krifte und Potentiale

durch die urspriinglichen Krifte und Potentiale aus-

driickt und beriicksichtigt, daf sich in der Gesamtsumme

fir die Energie die Glieder

%fim (U —Di+:m _:l)[:x":m]

aus Stabilitdtsgriinden wegheben miissen. Wir gehen

darauf nicht niaher ein, sondern wenden uns dem

Innenbereich mit Schnitt

zu. Fiir Formel (31) gibt es entsprechend wieder beide

Mébglichkeiten. Wir schreiben sie der Vollstindigkeit

halber hier noch an

(36)

+ Z {‘} [mi —w m] : Aim : [ID m mi] - %[mi - wm]' Aim . [Em - 5]}

und, wenn die hoheren Glieder nicht vernachldssigbar sind, einfach

2) AUi:Z{Pim (Dm_pi"}“fm _Ei)_P?m}‘*'Z{Pim(_mm +mi+:m _El)—P?m}
m’ m’’

Damit sind alle Bereiche der Schraubenversetzung er-
faBt und fiir die numerische Berechnung zugénglich ge-

(37)

macht. Eine Entscheidung, wo die AuBenbereiche auf-
horen und die Innenbereiche beginnen, kann erst nach
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Ermittlung der Zusatzverschiebungen {m aus der gitter-
statischen Rechnung gefillt werden 8. Die Gesamtheit
der Glieder (32) und (33) sind identisch mit der Ener-
gie des Vorverschiebungsfeldes auBlerhalb eines Zylin-
ders um die Schraubenachse. Sie entspricht der Verzer-
rungsenergie, die wir aus kontinuumstheoretischen Rech-
nungen erhalten. Die siamtlichen Ausdriicke (32), (33),
(35) und (37) zusammen ergeben die Energie der
Schraubenversetzung.

§ 6. Verzerrungsenergie der Stufenversetzung

Als Ausgangspunkt zur Berechnung der Schrauben-
versetzung hatten wir einen idealen Kristall gewihlt,
den wir durch geeignet definierte Vorverschiebungen
teilweise plastisch deformierten. Bei der Stufenverset-
zung ist dagegen der Ausgangspunkt kein idealer, son-
dern ein aufgeschlitzter Kristall. Alle gitterstatischen
Rechnungen haben aber von der Idealmatrix auszugehen.
Somit sind wir gezwungen, auf irgendeine Weise die
Entwicklungsorte der Teilchenpotentiale dieses aufge-
schlitzten Kristalls auf eine ideale Anordnung abzubil-
den. Hierzu gibt es zwei Moglichkeiten, die in (II) und
(IV) ausfiihrlich entwickelt wurden.

Fiir die Energieberechnung schlieBen wir uns dem in
(IV) entwickelten Verfahren zur Konstruktion der Stu-

1) (i, j) in Bereich (O):

U(ijr = Z P(ij,r[mn) (5mn —51']') <+ Z P«\ij)(mn) (5m71 —Sij) -+ Z P(ij)(m—l, n) (5mn—‘5ij+ 91 d) ’

m, n >0
2) (i, j) in Bereich (L):

m<0,n<0

Uij= Z Pij)imn) (Smn— Sij) + Z P iy cmny (Smn — Sij) + Z Pijyim—1.n) (3mn—9ij+e1d) ,
0

m,n>0 m<0,n<0

3) (i.j) in Bereich (R):
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fenversetzung an. Ausgangspunkt fiir die Untersuchun-
gen sind dort die Gln. (IV) (7—9), die zuerst mit Hilfe
eines Translationstheorems auf eine fiir die Rechnung
glinstige Ausgangsform gebracht werden. In einem zwei-
ten Schritt wird die Translation vervollstandigt und das
ideale Gleichungssystem erreicht. Genau diese Schritte
sind jetzt im Potential selbst zu vollziehen, doch kénnen
wir sie beide zusammenfassen zu einem einzigen, da es
ja hier nicht mehr um die Untersuchung der Krifte und
Zwangskrifte geht, sondern allein um die Herstellung
einer idealen Anordnung der Entwicklungsorte.

Die zu (IV) (7—9) analogen Potentialgleichungen
lauten ?

UGiy= " Piij) (mn)(Smn —Sif)
* m2b7n<0

(i, J) = (G=0,j<<0). (38)

Fithren wir jetzt die Translation der Entwicklungsorte
von Bereich (R) durch, so verschwindet der Spalt in
(38) zwischen den Bereichen (L) und (R), und wir er-
halten eine ideale Anordnung aller Entwicklungsorte. Da
aber die Numerierung der Auslenkungen immer noch
auf das Ausgangsmodell bezogen bleibt, 1a8t sich, wie
in (IV), eine Aufspaltung des Gesamtgleichungssystems
in die Teilsysteme fiir die drei Bereiche (O), (L) und
(R) nicht umgehen. Sie lautet:

(39 a)
m>0,n<0

(39b)

m>0,n<

e
Uij= Z P(i—1,j)(mn) (Smn—%ij— ¢ d) + Z Pii—1, ) (mn) (Smn—Sij— ey d) + Z Pi—1,5ym—1,m) Smn—5ij) . (39 ¢)

m,n>0 m<0,n<0

m>0,n<0

Wir ersetzen in (39) die Freiheitsgrade $,» durch neue Variable £, mit Hilfe der Definitionen

in (O) und (L),

=
£ =
smn— Sﬂlﬂ

Emn="5%mn ey d

in (R). (40)

Dann verbleibt in jedem Glied der drei Systeme (39) nur noch das Argument (Emn —Eij). Die Entwicklung nach
diesen Auslenkungsdifferenzen ist fiir unsere Betrachtungen wesentlich. Wir geben sie daher vollstindig an.

1) @) in (0):

. & > i h =y ¥
AU G5 = Z {%[EU—E”H!] A (ij) (mn) * [§mn-fz‘j] +P(i/‘)(mn‘; (Emn—;ij) }

m,n>0

| = TR g 2 I = i
5 Z {é [§ij—Smn] - A Gy omn) * [Emn— &if] ‘f‘P()ij)(mn) (Smn—fij)}

m<0,n<0

(41 a)

—

| R Y h = F
* Z {ﬁ [fij—fnm] “A (Gij)(m—1,n)" [é‘mn—fij] +P(ij)(m—l,n) (5mn->ij)} .

m>0,n<0
2) (i,j) in (L). Die Formel lautet genau wie (41 a),

8 Fiir die der Schraubenachse unmittelbar benachbarten
Ionenreihen konnen Zweifel bestehen, zu welchem Bereich
man sie zidhlen soll. Da hier die Vorverschiebungen und
deren Ergidnzungsvektoren praktisch gleichgrofl sind und
man sowieso die Glieder hoherer Ordnung dort vollstindig

benutzen muB, ist es gleichgiiltig, ob man sie dem Innen-
bereich mit Schnitt oder ohne Schnitt zuordnen will.

9 Beziiglich der Bereichseinteilung siehe (IV). Die Bezeich-
nungsweise wird von dort iibernommen.
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3) (i,j) in (R):

=g ey e — h -
AU ij) = Zz§% [51']'— Enm] *AG—1, ) mn) [§mn—£ii] +P(i—1,i)(mn) (fmn—sii)}
m,n

-+ Z {% [fij_;':mn] 'A(i—l,j)(mn) : [fmn E ] +P’(z—1 ) (mn) (Emn—f:])} (41 C)

m<0,n<0

— — == h — -
+Z{%[§mn §11] A(1—1 Nm—1,n)" [Emn Sii]+P(i—1,j)(m—1,n)(fmn—fij)}.
m>0.n<0

Die linearen Glieder verschwinden, da ja eine ideale Anordnung vorliegt 1°.
Neben diese Entwicklungen (41) stellen wir die Kraftgleichungen (IV) (17—19). Allerdings haben wir die letz-

teren vor dem Vergleich noch auf die Variablen &, zu transformieren !1. Sie lauten dann:
1) Fir (i. j) im Bereich (0)

Z Aw‘j) (mn) " [;nm == Sij] + Z A(ij)(mn) : [Emn ’_Qij] + Z Axij,r (mn)* [Smn B ;ij]

m, n>0 m<0,n<0 m>0,n<0
o e 3 a = rs
= Z lg\rij)fm—l. n) _S‘(ij)(mn) + [AGi)om—1.m— AGj)mn)] - [Emn— Eij— ey d] } (42 a)
m>0, n<<0
\ T B h = = h = = (0)
A‘U‘ m—1,n)" ¢y d— Z f41]>(mn (Emn—E&ij) — Z f4ij)(mn)(§mn—fij) s Z fdjr(mn)(_fmn—;ij—el d) ~Ez] ’
m>() n<0 m,n > 0 m<0,n<0 m>0, n<0
2) Fir (i, j) in Bereich (L):
Z Awiju'mn) = [;':mn 51]] + Z A(z];unn) [smn—su] G Z A4‘lj' (m—1, n) [-.m/z ~1]] (42 b)
m,n>0 m<0,n<0 m>0,n<0
. h = o ? = h = =z L)
- Zfiij)(mn)(fﬂlll"slj Z fu; ) (mn) §mn—$ij) - Z frij‘»(m—l,n)(é'mn—sL —€ d) —fz(] ’
m, n>0 m<0, n<0 m>0, n<0
3) Fiir (i. j) in Bereich (R):
Z AGi—1, i) mn) * [Emn—E&ij] + Z A(i—1, j)mn) * [smn—Su] + Z Ai—1, j)(m—1,n) " [«.nm-—Sij] (42 ¢)
m, n>0 m<0,n<0 m>0, n<0
- Z {A(i*l,j)(mn) == A'ij)tmn)}' [Emn—fij] = Z A(i—1,j)(mn) " 84 d
m, n>0 m,n>0
g h 4 Iy N\ 3h =g & (R)
- Z t 11)(1:111)(5)1111—4"1']""91 d) = Z f(i*l.j,u’mn) (fm:z—::ile‘el d) — Xy f[ij](iazn)($7nn Si ) _fj :
m, n>0 m<0, n<0 m>0, n<0

Beim Vergleich der linken Seiten von (42) mit (41) e{l}ennen wir sofort die Moglichkeit der Reduktion unserer

Energieformel durch Multiplikation der Kréfte (42) mit &;; und anschlieBender Umordnung. Wir erhalten demnach
fiir die Verzerrungsenergie, wenn wir die Energie des Idealkristalls # 3 P;; mit auf die linke Seite nehmen

ij
Z. 50 , e .
AU=3 Z {Uij—Pij0}=Z %:ij'ff(j) g3 Z z &y f'LJ— Z 3 ;[j‘f;i'{)“—‘ iph, (43)
77 i,7>0 i1<0,7<0 i>0,7<0

(43) ist die Ausgangsform der Energieberechnung fiir die Stufenversetzung, wenn wir uns dem Erzeugungsverfah-
ren in (IV) anschliefen.

In (43) ist jetzt nur noch das Glied % Ph zu bestimmen. Es enthdlt die Gesamtheit der Glieder héherer Ord-
nung, die wir erhalten, wenn wir alle P(ij)(mn) (§mn—&ij) in (41) iiber (i, j) summieren. Man darf allerdings nicht
annehmen, daf} diese, genauso wie die hoheren Kraftglieder f(l,-j) (mn), auBerhalb des Kerns durchweg vernach-

lassigbar klein seien. Dies trifft auf keinen Fall zu entlang der Gleitebene, die in unserem Fall annihernd mit
der positiven z;-Achse zusammenfillt. Dort ndmlich erreichen die Auslenkungsdifferenzen die Grofenordnung

— —

Emn—Eij =~ ie1d7 (44)
10 Man darf sich durch die Art der Abzéhlung in (41) nicht tiirlich sofort die geschlossene Darstellung in einer Glei-
storen lassen. Dort wurde ndmlich die Benennung nach den chung erreichen.

Ausgangslagen im aufgeschlitzten Kristall beibehalten. 1! Die Umbenennung (IV) (16) machen wir in (IV) (17) bis
Man konnte durch Umbenennung und Umindizierung na- (19) riickgdngig.
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sofern(m,n) und (i, j) durch den Schnitt zwischen Bereich (O) und (R) getrennt sind. So verbleiben fiir Ph
mindestens eine Anzahl Glieder aus dem folgenden Ausdruck
) + Z P (kl)-

Pi= Z Z Pn’jum—l.n)(smn E )"‘ Z Z Plz——] j) (m, n) Smn E
i,j=>0 m>0,n<0 i>0,j<0 m,n>0

P(hkl) soll dabei die hoheren Glieder andeuten, die wir im Kern auflerdem noch beriicksichtigen miissen. Mit (44)
geben die beiden Summen in (45) entlang des Schnitts auch in beliebiger Entfernung vom Kern sicherlich noch
Beitrage zur Gesamtenergie. Dagegen lassen sich alle weiteren Glieder hherer Ordnung auerhalb des Kerns ver-
nachldssigen.

Wir sind damit auch fiir die Stufenversetzung am Ziel unserer Betrachtungen. Fiir eine spétere Diskussion der
Energiebeitrage am speziell berechneten Modell der Stufenversetzung im Ionenkristall ist es jedoch notwendig,
eine Zusammenfassung der Krifte (42) und der hoheren Potentialglieder (45) in der Energiegleichung (43) zu

(45)

betrachten. Dazu driicken wir P! durch die urspriinglichen Potentiale aus und finden

r 3 ‘. p0) c c ®
Ph: Z Z {P(ij,r(m—l,m(é’.mn—stij) _P(ij)(m—l.n) == [Cij—é:mn] 's\r&ijwm—l,nr

L,ji>0 m>0,n<0

—‘% [é:ij—fmn] 'A(ij)(m—l,n;" [é’:mn—gij]} < Z

(46)

-

[ . (0)
Z WPgi-1, ]')(mn‘)(fmn—fii) ‘P(i—l,j)(mn)

i>0,j<0 m,n>0

—[Eij smn] g(z—l ])(mll)—l[sl] Enn] 4(z—l ])(mn)[smn 51]]}

Dies in (43) eingetragen, gibt bei Beriicksichtigung von (42) !2 und der Beziehungen

Am—1,n) i) = AGij) (m—1, n)}

fiir die Energie den Ausdruck

—

U=3 Z Z {511[R(m<m 171)-“@(1])(mﬂ)]+['=1] Em

i,j>0 m>0,n<0
—&ij* [Atpim—1,m —

> g & (0 '
+2 Pisyom—1,m) Emn—E)) —2 P@hm—1,m) + 3 : -

Agijymm] ey d—2[&ij—

Mit (49) haben wir die ausgeschriebene Formel fiir die
Energieberechnung des Stufenversetzungsmodells aus
(IV). In dieser Form ist sie allerdings noch recht
schwerfdllig. Transformiert man nachtriglich auf die
urspriinglichen Freiheitsgrade $pu, zuriick, dann erhilt
man eine erhebliche Vereinfachung. Wir unterdriicken
jedoch diese Transformation hier, da wir bei der nume-
rischen Berechnung der Versetzungsenergie spiter diese
Formel ohnehin noch einer néheren Betrachtung unter-
ziehen miissen.

Uber die Anteile der einzelnen Glieder in (49) fiir
den Kern der Versetzung konnen wir von diesem allge-
meinen Standpunkt aus noch nicht sehr viel aussagen.
Nach (44) ist auch das Verhalten in groBerer Entfer-
nung vom Kern von Interesse. Eine genauere Unter-
suchung zeigt, dafl sich in der Zusammenfassung (48)
die Energiebeitrige entlang des Schnitts, sobald der
Kristall dort wieder eine anndhernd ideale Struktur er-
reicht hat, gegenseitig wegheben. Dall wir jedoch keine
endliche Gesamtenergie, sondern eine logarithmisch di-

Pou—1, i) (En —E8) =Py tm—1. ») (Eon— E0) 5

0) (0) .
Pim—1,n)ij) =Pliji(m=1,n)5

Smnl - Kiiyom—1.ny + [Eij—

(47)

Kin—1, i) = — K m—1,m)

][Aw)(mAl n)— 4(1]\(11111)] [smn—sr]] (48)

fmn] A(Unm~1 n)* [d €y >mn— 1])]

LPum}

rr

EI»ZJ Sk

vergierende erhalten, beruht auf der logarithmischen
Divergenz der Auslenkungen am Rande des Kristalls.
Die Diskussion dieser Einzelfragen verschieben wir, bis
die numerischen Ergebnisse fiir die Stufenversetzung
vorliegen.

Herrn Prof. E. Fues danke ich herzlich fiir die Un-
terstiitzung dieser Arbeit und seine kritischen Bemer-
kungen. Besonders gilt mein Dank Herrn Dr. H. Stumer
fiir seine Anregungen und Diskussionen zur Kldrung
dieser gitterstatischen Probleme. Der Deutschen
Forschungsgemeinschaft sei fir die Forde-
rung der Untersuchungen gedankt, von denen diese Ar-
beit ein Teil ist.

12 Wie in (IV) besonders herausgestellt wurde, war das Aus-
gangsmodell so gewdhlt worden, dafl wir die hoheren Kraft-
glieder in (42) bis auf ganz wenige vernachliassigen konn-
ten. Wir schreiben daher in (47) nur noch symbolisch
i?kl) fiir die beriicksichtigten hoheren Glieder im Kern
selbst.



